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DER GOLDENE SCHNITT UND DIE NATUR

Bliiten und Bliitenblatter

Die Anzahl der Bliitenblitter stimmt bei vie-
len Blumen ebenfalls oft mit Zahlen der Fibo--
nacci-Folge iiberein, dazu gehoren z.B. Flieder
(3 Bliitenblitter), Hahnenfuf (5), Rittersporn
(8), Ringelblume (13) oder Aster (21). Un-
terschiedliche Margeriten- oder Ginsebliim-
chenarten haben auch eine unterschiedliche
Anzahl von Bliitenblittern (z. B. 21,34, 55,89),
die jedoch immer Fibonacci-Zahlen sind. Oft

Die Anzahl der Blitenblétter bej einer
Margarite oder einem Génseblimchen
zupfen Verliebte an den Bliitenblittern einer  entspricht immer einer Fibonacci-Zahl, in

Margerite oder eines Ginsebliimchens und diesem Fall 21.

fragen sich dabei: ,,Er (oder sie) liebt mich, ... liebt mich nicht ...etc.?** Man kénn-
te nun meinen, ein verliebter Mathematiker hitte vielleicht einen Vorteil bei der Be-
fragung dieses ,,Ginsebliimchen“-Orakels. Aber das ist nicht der Fall. Gliicklicher-
weise lassen die Natur und die Fibonacci-Folge dem Zufall doch noch eine Chance
und das Bliimchen birgt weiterhin sein Geheimnis. Obwohl die Zahl der Bliiten-
blitter eine Fibonacci-Zahl ist, umfasst die Folge gerade und ungerade Zahlen, und
wir wissen erst, wie viele Bliitenblitter unsere Blume besitzt, wenn wir sie ausrupfen.
Fiir Romantiker gibt es also keine sichere Antwort. Wie im Falle der Architektur er-
scheint uns der Goldene Schnitt auch bei den Pflanzen manchmal zu geordnet, um
natiirlich zu sein. Eine genaue Erforschung dieses Gebiets stillt jedoch nicht nur un-
seren Wissensdurst, sondern befriedigt auch unseren Sinn fiir Asthetik.

1 T T P2 T

Die Einteilung der Blétter von Bergulme (Ulmus glabra) und Echtem Feigenbaum (Ficus carica)
entsprechen ihrer Beziehung zum Goldenen Schnitt.
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Die Fibonacci-Folge

Die Geschichte der Mathematik ist voller Uberraschungen. Eine davon betrifft den
Goldenen Schnitt, der bereits seit den iltesten Zeiten bekannt und tiefin der Geo-
metrie verwurzelt war. Denn Jahrhunderte spiter fand man heraus, dass er mit einer
Reihe von Briichen, die aus ciner Folge natiirlicher Zahlen hervorgehen, in Zu-
sammenhang steht. Der geniale Geist, der diese Verbindung zwischen Geometrie
und Arithmetik entdeckte, war der beriihmteste Mathematiker der Mittelalrers,
Leonardo Pisano — besser bekannt als Fibonacci.

LEONARDO PISANO —
FIBONACCI (um 1170-um 1250)

Leonardo Pisano (rechts) wurde um 1170 in Pisa gebo-
en. Bekannter ist er unter dem Namen Fibonacci, was
(ital. figho
di Bonacci) bedeutet, Wahrscheiniich st dieser Name

eigentlich nur 5o viel wie , Sohn des Bonacs

Jedoch e spatere Erfindung. €5 ist nichts dardber
bekannt, dass Pisano beets 2u Lebzeiten unter dem Bei-
namen Fibonacci bekannt war

Zur Mathematk gelangte er iber das kaufmannische Rechnen (sein Vater war Notar fir Pisaner
Kaufleute). Schon bald interessierte sich Fibonacc fir die Mathematik, die weit dber die kauf-
mannischen Anvendungen hinausging. Auf Handelseisen nach Nordafrika hate er Gelegerhett, |
von muslimischen Gelehrten die neuesten mathematischen Ermungenschaten zu erfahren und
| sich auch mit dem aus Asien stammenden indoarabischen Zahlensystem vertraut zu machen.
Sofort erkannte er die gewaltigen Vorteile dieses Systems gegentber den rémischen Zahlen,
und so verdanken wir vor allem ihm diesen wichtigen Impuls der westichen Kultur.
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Fibonacci schrieb Abhandlungen iiber Geometric, Algebra und Zahlentheorie,
scin beriihmeestes Werk dreht sich jedoch um das Rechnen. Dieses 1202 erschie-
nene Buch Liber Abaci (,Buch des Abakus®) trigt cinen etwas irrefiihrenden Titel,
der villeicht absichtlich ironisch gemeint ist. Denn tatsichlich geht es darin weni-
ger um den Abakus, stattdessen werden die Vorziige der arabischen Ziffern gegen-
iiber den alten rmischen, die zu jener Zeit in Italien dominierten, hervorgehoben.
Fibonaccis Buch beendete diese Praxis erst lingerfristig, Das war aber nicht einfach,
obwohl das Rechnen nit dem Dezimalsystem viel unkomplizierter war. Lange leis-
teten die Verfechter des Abakus, die sich auf seine jahrhundertelange Verwendung
beriefen, Widerstand. SchlieBlich trugen jedoch die , Algoristen* also die Anhiin-
ger des arabischen Zahlensystems, den Sieg davon.

Die llustration aus Gregor Reischs allgemeiner Enzyklopédie Margarita Philosophica
von 1504 symbolisert den Disput zwischen den Abakus-Anhanger (rechts)
und den Algoristen (inks). Die Abbildung zeigt, dass der Streit dber diie Rechen-
systeme selbst drei Jahrhunderte nach Fibonacd noch nicht beendet war.

DER GOLDENE SCHNITT

Das Liber Abaci befasst sich nicht nur mit der Verwendung von Symbolen und
den Rechenmethoden, sondern auch mit der Zahlentheorie (wie der Zerlegung
in Primfaktoren und Teilungsregeln) und enthlt anspruchsvolle algebraische Pro-
bleme. Natiirlich gibt es aber auch ein Kapitel isber Buchfiihrung, mit Regeln fiir
die Berechnung von Gewinn und Verlust und die Umrechnung von Wahrungen.
Das bekannteste Kapitel des Buches ist jedoch die beriihmte Kaninchen-Aufgabe,
deren Losung heute als Fibonacci-Folge bekannt ist.

Sie lautet folgendermaBen: , Wie viele Kaninchenpaare kinnen innerhalb eines Jahres
auseinen einzigen Paar enistehen, wenn jedes Paar b dem zweiten Lebensmonatjeden Monat ein
weiteres Paar hervorbringt?*

Zur Lisung fertigte Fibonacci als erfahrener Kaufmann, der er war, cine Tabelle
an. Darin gliederte er das Wachstum seiner Kaninchenpopulation auf und trug die
Anzahl der am Monatsende vorhandenen Paare in eine Spalte mit der Gesamtzahl
cin. Ein kurzer Blick auf diese ,Gesamtzahlkolumne* zeige ein erstaunliches Muster
in der Zahlenfolge: Jede Zahl entspricht der Summe der beiden vorhergehenden.
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Die Zahlen in der , Gesamtzahl“-Spalte entsprechen der Fibonacci-Folge gemifs
der Rekursionsvorschrifi:

1, +d, ,(nz3).

Sehen wir uns nun noch die Verbindung zwischen dieser Folge und dem Gol-
denen Schnitt an. Wir beginnen mit Gleichung (4) von Seite 26, di uns dic ~ hicr
in Zusammenfassung gezeigten — Potenzen von  lieferte:

D7 =130+8
DF=210+13

‘Wenn wir die Koeffizienten der aufeinanderfolgenden Potenzen von P be-
trachten, erkennen wir, dass es sich dabei auch um die aufeinanderfolgenden Zah-
len der Fibonacci-Folge handelt. Wir kénnen die beiden mit dieser allgemeinen
Gleichung der Potenzen des Goldenen Schnittes kombinieren, wobei q, dem Wert
an Stelle n in der Fibonacci-Folge entspricht.

@ =aO+a,,

Sehen wir uns nun noch einige andere Verbindungen zwischen den beiden Kon-
zepten an. Mit einem Rechner ermitteln wir den Quotienten ciner jeden Zahl der

GRENZWERTE EINER FOLGE ODER SEQUENZ

Zahl A ird als Grenzwert einer Sequenz {2, bezeichnet, wenn die folgenden Zshlen der
Sequenz sich an A annahern ~ nach einer groBen Anzahi von Schvitten nahern sch all einer
cinzelnen Zahi.

5o hat die Flge {%} einen Grenzwert von 0
(Der Bruch 1n nahert ichumso meh an 0 an, e o6er n ird)

(L") hat dagegen einen Grenzwert von 2. Es haben jedoch nicht alle Folgen Grenzwerte.
G

DER GOLDENE SCHNITT

Fibonacci-Folge, geteilt durch die vorhergehende, also 4,/_,. Die ersten Ergeb-
nisse haben noch wenig mit & zu tun, wenn man aber weitersiche, beginnen sich
die Resultate an & anzugleichen. Die Tabelle zeigt, dass ab der zehnten Stelle, dic
Abweichung der aufeinanderfolgenden Quotienten weniger als 0,001 betrigr.

stelle | zahl 2/a,, i ‘Abweichung von &
T 1
2 1 1,000000000000000 ~0,618033988749895
3 2 2,000000000000000 +0,381966011250105
4 3 1,500000000000000 0,118033988749895
B 5 1,666666666666667 10,048632677916772
5 s 1,600000000000000 0,018033986749895
7 B 1,625000000000000 +0,006966011250105
s 7 1,615384615384615 0,002649373365279
5 34 1,619047619047619 +0,001013630287724
10 5 1,617647058823529 -0,000386929926365
n 3 1,618181818181818 +40.000147629431923
gl 144 | 1617977528089888 ~0,000056460660007
B 233 1,618055555555556 40,000021566805661
14 377 1,618025751072961 ~0,000008237676933
15 610 | 1618037135278515 +40,000003146528620
16 987 1,618032786885246 -0,000001201864649
17 1,597 1,618034447821682 +0,000000459071787
8 | 2584 | 1618033813400125 ~0,000000175349770.
19 | 4181 | 1618034055727554 +0,000000066977659
20 | 6765 | 1618033963166707 ~0,000000025583188.

Dies belege, dass es fiir eine Anniherung an ® nicht notwendig ist, ihre Dezima-
len aus einer Folge von Warzeln zu gewinnen; es geniigt ganz einfach, die Zahlen
der Fibonacci-Folge zu dividicren.

So wie dies beim Goldenen Schnitt immer der Fall ist, deuten diese Beweise
auf ein bestimmes allgemeines Ergebnis hin: Der Grenzwert der Quotienten der
Fibonacci-Zahlen ist ®.





image5.png
DER GOLDENE SCHNITT

T, .
L P
N3 @

Diese Formel zeigt, dass bei den Fibonacci-Zahlen die Folge der Koeffizien-

ten zwischen einem Glied und dem vorausgehenden vom Goldenen Schnitt be-
grenze wird.

Pascals Dreieck und Fibonaccis Zahlenfolge

Das Pascalsche Dreieck entspricht einer der beriihmtesten Zahlenregeln. Fir Pascal
war es ein Schritt auf dem Weg zur Entdeckung des Binomischen Lehrsatzes, der
jedoch bereits den alten Chinesen sowie dem persischen Mathematiker Omar
Khayyém, der im 12. Jahrhundert lebte, bekannt war.

Das Pascalsche Dreieck setzt sich folgendermaBien zusammen: Die erste Reihe
(die sogenannte Null-Reihe) besteht aus der 1. Jede folgende Reihe umfasst cine
Zahl mehr,als sich in der dariiberliegenden Reihe befinden, wobei sich jede neue
Zahl als Summe der beiden links und rechts auBen dariiberliegenden Zahlen ergibt
(wenn sich links oder rechts keine Zahl befinder, wird die 0 verwendet). Diese
Definition unterstreicht die Verbindung des Dreiecks zur Fibonacci-Folge, deren
Beschreibung ihnlich Klingt. Bei derart verwandten Definitionen miisste man eine
direkte zahlenmiBige Verbindung zwischen Pascals und Fibonaccis mathematischen

1
11
121
1331
146 41
1510 10 5 1
16 15 20 15 6 1
1721 3 35 2171
18 28 56 70 56 28 81
19 36 84 126 126 84 36 9 1
110 45120 210 252 210 120 45 10 1
1 1155 165 330 462 462 330 165 55 11 1
112 66 220 495 792 924 792 495 220 66 121
11378 286 715 128717161716 1287 715 286 78 13 1

ER GOLDENE SCHNTT

Konstruktionen ervwarten. Und das ist auch tarsichlich der Fall: Wenn wir die Zah-
len jeder Reihe des Pascalschen Dreiecks dirckt untercinanderschreiben und sic
dann diagonal addieren (siche Abbildung unten), entsteht die Fibonacci-Folge
(1,1,2,3,5,8 etc).
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Primzahlen in der Fibonacci-Folge

Die Fibonacci-Folge birgt cine Fillle von Besonderheiten. Beispielsweise kinnen
die Glieder a, der Folge, die Primzahlen sind, nur an Stellen n der Folge stehen, die
ebenfalls Primzahlen sind. Das Gegenteil tiffé jedoch nicht immer zu, etwa bei
=19 (Primzahl) isc
a,=4181=37-113 (keine Primzahl).

‘Wenn wir die Primzahlen in Fibonaccis Werk betrachren, finden wir auch cine An-
nahme,die noch bewiesen werden muss. Sie lautet: Die Fibonacci-Folge enthilt unend-
lich viele Primzahlen. Niemand weif bis heute, ob diese Annahme wahr oder falsch ist.

PRIMZAHLEN

Eine natirliche Zehl groBer als 1, die nur durch sich selbst und die Zahi 1 teilbar s, heiBt Prr-
zah. Hat eine Zahl andere Teilr al diese beiden, handelt es sich um eine zusammengesetzte
Zahl. 7, 13 und 23 sind 2. B. Primzahien; 32 (teilbar durch 2, 4,8 oder 16) st eine zusammen-
gesetzte Zahl. Das Wort kommt aus dem Lateinischen (numerus primus) und bedeutet , die
erste Zahl”. Denn jede ganze Zahl grofer als 1 lsst sich als Produkt von Primzahen schreiben.
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MARIO MERZ (1925-2003)

Der talienische Kinstier Mario Merz, der zu den hervorragendten Vertreter der Arte Povera-
Bewegung gehort, setzte die Fibonacci-Folge in den 1970er-Jahren in vielen seiner Werke ein,
wobei e die verschiedensten Materialien (Neonrohren, Aste, Terhaute, Zeitungspapier) unter-
schiedicher GroBe verwendete. So wie die Fbonacci Zahlen als Ergebnis einer standigen Zunah-
me durch Addtion der vorhergehenden Zahien bi ins Unendliche fortgesetzt werden konnen,
bedientesich Merz der bertihmten Sequenz, um den Fortschrittvon Kunst und Gesellchaft zu
symbolisieren. Jeder Schittder Zivisation it die Summe vergangener Erelgnise, wodurch die
Vergangenheit zu einem integralen und vitalen Bestandteilder Zukunft wird. Analog dazu st
die zeitgenssische Kunst e Summe der vorhergehenden Kunst;denn aus nichts kann auch
richts geschaen werden

In dieser Arbeit von Mario Merz im U-Bahn-System von Neapel brachte der
Kanster die Fibonacci-Folge in Spiralform zum Ausdruck.





